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Zusammenfassung

Mit dem angedachten Solvabilitdtssystem Solvency II werden Versicherer das erforderliche Solvenzkapital an-
hand ihrer tatsdchlichen Risikosituation ermitteln miissen. Um diese zu bestimmen und zu quantifizieren, ist die
Beriicksichtigung der Abhéngigkeiten zwischen den Risiken verschiedener Kategorien notwendig. Der vorlie-
gende Beitrag beschreibt die Mdglichkeiten, die hierflir zur Verfligung stehen. Neben der Erfassung von Abhén-
gigkeiten zwischen Risiken durch den linearen Korrelationskoeffizienten nach Pearson ist auch deren Messung
durch andere Kennzahlen, die demgegeniiber gewisse Vorteile bieten, wie Spearman’s Rangkorrelation oder
Kendall’s t, denkbar. Einen volligen anderen Ansatz stellt das Konzept der Copulae bereit. Copulae ermdglichen
eine vollstindige Information iiber die Abhdngigkeiten zwischen Risiken, indem durch ihre Anwendung die
multivariate Verteilung der die Einzelrisiken beschreibenden Zufallsvariablen ermittelt werden kann. Dieses
Konzept soll deshalb zunichst ausfiihrlich erldutert werden, bevor auf seine mogliche Umsetzung in Versiche-
rungsunternehmen eingegangen wird. Der Beitrag schliet mit einer Darstellung von wichtigen Eigenschaften
fiir Abhingigkeitsmafle und der Bewertung der vorgestellten Konzepte zur Messung von Abhéngigkeitsstruktu-

ren zwischen Risiken.

Schlagwdorter: Abhéngigkeit, Copulae, Risikomodelle, aktuarielle Modelle

Abstract

In the course of the new solvency regulations “Solvency II”” insurance companies will have to determine the
required solvency capital on the basis of their actual risk situation. In order to calculate and to quantify the risk
situation, it is necessary to take into account the dependencies between the risks arising from different risk cate-
gories. This article first outlines the available alternatives to measure risk dependencies. Besides the considera-
tion through the Pearson correlation coefficient, dependencies between risks can also be measured by the use of
other methods that show some advantages, e. g. Spearman’s rank correlation or Kendall’s 1. A totally different
approach is given by the concept of copulae. Copulae can fully inform about dependencies between risks by
providing the multivariate distribution of those random variables that characterize the single risks. Therefore we
will explain this concept elaborately in the first step, before going into its possible implementation in insurance
companies. The article ends with a description of important characteristics with respect to dependency measure-

ment and an evaluation of the former described concepts for measuring dependencies between risks.

Key Words: Dependency, Copulas, Risk models, Actuarial models
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1 Einleitung

Unter dem neuen europaeinheitlichen Solvabilititssystem ,,Solvency I werden die Eigenka-
pitalanforderungen der Versicherungsunternehmen grundlegend verdndert. Dabei sollen die
Kapitalanforderungen die gesamte Risikolage des Unternehmens mdglichst genau und korrekt
widerspiegeln. Wenn die einzelnen Risiken in einem Versicherungsunternehmen mittels eines
RisikomaBes quantifiziert sind, kann das Gesamtrisiko jedoch nicht durch blofle Addition der
Kapitalanforderungen fiir die Einzelrisiken ermittelt werden. Dies wiirde vollstindige Abhin-
gigkeit zwischen den Risiken bedeuten und somit evtl. tatsdchlich vorhandene Diversifikati-
onseffekte ignorieren. Andererseits kann die generelle Unterstellung von Unabhingigkeit
zwischen den Einzelrisiken zu einer signifikanten Unterschidtzung des Gesamtrisikos fiihren,
da einige Risiken in Versicherungsunternehmen sich gegenseitig bedingen (Kumul-, Katast-

rophen- oder Ansteckungsrisiken).

" WP/Aktuar Prof. Dr. Tristan Nguyen ist Inhaber des Lehrstuhls fiir Volkswirtschaftslehre / Versicherungs- und
Gesundheitsokonomik an der WHL Wissenschaftliche Hochschule Lahr, Dipl.-WiWi Robert Danilo Molinari ist
Doktorand am obigen Lehrstuhl.



30

Gerade in der Versicherungsbranche bestehen bedeutende Abhidngigkeiten, z. B. bei extremen
Situationen, wie Terroranschldgen, oder bei Ereignissen, die Kumulschidden auslosen. Des-
halb miissen die Abhéngigkeitsstrukturen zwischen den Einzelrisiken mdglichst prézise be-
riicksichtigt werden.' Dafiir stehen verschiedene mathematische Methoden zur Verfiigung, die
im Folgenden erldutert und anschlieBend bewertet werden sollen. Hierbei soll zunichst auf
spezielle Abhingigkeitsmalle eingegangen werden, bevor die Modellierung von Abhingigkei-
ten mittels multivariater Verteilungen in Verbindung mit Copulae dargestellt wird. Abschlie-

Bend erfolgt eine kritische Beurteilung der vorgestellten Konzepte.

2 Spezielle Abhingigkeitsmalie

Zunichst wird auf spezielle Abhdngigkeitsmalzahlen eingegangen, die die Abhingigkeit zwi-
schen mehreren Risiken in einer einzigen Zahl darstellen. Diese sind deshalb relativ einfach
handhabbar. Allerdings ergeben sich bei ihrer Anwendung auch einige Schwierigkeiten, die
bei der Beurteilung aufgezeigt werden. Das wohl bekannteste Abhangigkeitsmal ist der linea-
re Korrelationskoeffizient nach Pearson, der zuerst vorgestellt werden soll. Zudem soll aber
auch auf andere Abhidngigkeitsmallzahlen eingegangen werden, die gegeniiber dem linearen

Korrelationskoeffizienten einige Vorteile aufweisen.

2.1 Linearer Korrelationskoeffizient nach Pearson

Eine erste einfache Moglichkeit,” stochastische Abhingigkeit zwischen zwei Zufallsvariablen,
die beispielsweise Schadenhdhen darstellen, zu erfassen, ergibt sich durch den linearen Korre-
lationskoeffizienten nach Pearson. Er ist wie folgt definiert:

Cov(X,Y)

pXT) = \/Var(X) *Var(Y) ’

wobei p(X,Y) der lineare Korrelationskoeffizient von X und Y,
Cov(X,Y)=E[XY]-E[X]E[Y] die Kovarianz von X und Y und

Var(X) sowie Var(Y) die endlichen Varianzen von X und Y sind.

Formel 1: Korrelationskoeffizient nach Pearson

Vgl. auch International Actuarial Association (Hrsg.) (2004), S. 75.
2 Vgl. z. B. Szego, G. (2002), S. 1254 und Embrechts, P./McNeil, A./Straumann, D. (2002), S. 7.
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Im mehrdimensionalen Fall muss die Korrelationsmatrix angewendet werden. In diesem Fall
seien X = (X},...,X;) und Y = (Y}, ..., Y,) quadratisch integrierbare Zufallsvektoren. Dann ergibt

sich die symmetrische und positiv semi-definite Korrelationsmatrix zu:

p(X..Y) - p(X,Y)

p(X,Y)= : o,
pX,.Y) - p(X,.Y,)
d. h. p(X; Vo = p(Xp, Yp), 1 <a,b<nm

Formel 2: Korrelationsmatrix

Wie der Name dieses Abhédngigkeitsmales bereits suggeriert, misst der lineare Korrelations-
koeffizient die lineare stochastische Abhingigkeit zwischen den betreffenden Zufallsvariab-
len. Er nimmt Werte zwischen -1 und +1 an, d. h. -1 < p(X,Y) < +1. Jedoch gilt nicht, dass
perfekt positiv abhéngige Zufallsvariablen notwendigerweise eine Korrelation von 1 besitzen
und perfekt negativ abhingige Zufallsvariablen eine Korrelation von -1.° Stark abhingige
Zufallsvariablen konnen auch eine Korrelation aufweisen, die betragsmifBig nahe bei Null

liegt.

Dadurch dass nur lineare Abhingigkeit gemessen wird, werden Unterschiede in der Intensitét
der Abhéngigkeit {iber die Auspragungen der Zufallsvariablen nicht beriicksichtigt. Da solche
Unterschiede aber bei einer Vielzahl von Abhdngigkeitsstrukturen auftreten, kann von einem
identischen Korrelationskoeffizienten noch nicht auf eine identische Abhingigkeitsstruktur
geschlossen werden. Die folgende Abbildung 1 zeigt dies deutlich: Obwohl zwischen den
Zufallsvariablen X; und X5 derselbe lineare Korrelationskoeffizient besteht wie zwischen X;

und X;, ist die Abhingigkeitsstruktur insgesamt eine vollig unterschiedliche.”

3 Vgl. Embrechts, P./McNeil, A./Straumann, D. (1999), S. 6. Dabei bedeutet perfekt (positiv oder negativ)
abhingig, dass die Ausprigung einer Zufallsvariablen direkt mittels einer deterministischen Funktion aus
der perfekt abhingigen Zufallsvariablen ermittelt werden kann. Vgl. Embrechts, P./McNeil, A./Straumann,
D. (1999), S. 4 f.
Vgl. zu diesem Beispiel — insbesondere zur Konstruktion der Zufallsvariablen X, X, und X; — Pfeifer, D.
(2003), S. 677 1.
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Abbildung 1: Abhéngigkeitsstruktur zwischen jeweils zwei Zufallsvariablen
X; und X; sowie X; und X;

Fiir unabhéngige Zufallsvariablen ist die Kovarianz zwischen ihnen Null und somit auch der
Korrelationskoeffizient. Zu beachten ist, dass die Umkehrung hiervon im Allgemeinen nicht
gilt.’ Ein betragsmiBig kleiner Korrelationskoeffizient impliziert somit auch nicht zwingend-
erweise geringe Abhéngigkeit. So gibt es Beispiele von Zufallsvariablen, die sehr stark ab-

hingig sind, aber dennoch eine Korrelation von fast Null haben.®

Als Abhéngigkeitsmal kann der lineare Korrelationskoeffizient nach Pearson nur fiir die
Klasse der elliptischen Verteilungen’ eingesetzt werden. Sein Einsatz fiir nicht elliptische
Verteilungen kann zu falschen Ergebnissen fiihren. Insbesondere die Abhingigkeit der Risi-
ken bei extremen Ereignissen (d. h. hohen Verlusten) wird bei Anwendung des linearen Kor-
relationskoeffizienten stark unterschétzt, falls es sich um nicht elliptische Verteilungen han-

delt.®

Ein weiteres Defizit des linearen Korrelationskoeftizienten ist die Bedingung, dass die Vari-
anzen der betrachteten Verteilungen endlich sein miissen, damit der lineare Korrelationskoef-

fizient definiert ist. Insbesondere bei der Modellierung von Groflschdden kommen jedoch

> Vgl. Mummenhoff, A. (2007), S. 35.

6 Vgl. Embrechts, P./McNeil, A./Straumann, D. (2002), S. 24 f.

Hierzu zéhlen beispielsweise die Normalverteilung sowie die Studentsche-t-Verteilung. Vgl. z. B. Junker,
M./May, A. (2005), S. 431.

¥ Vgl Szegs, G. (2002), S. 1254 f.
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Verteilungen zum Einsatz, die diese Bedingung nicht erfiillen. Zudem ist die lineare Korrela-
tion nicht invariant bzgl. streng monoton steigender nicht linearer Transformationen.’ Dies ist
beispielsweise dann ein Nachteil, wenn Schadenhdhen mittels einer nicht linearen Transfor-

mation in Schadenauszahlungen iiberfiihrt werden sollen.

2.2 Spearman’s Rangkorrelation und Kendall’s T

Aufgrund der oben genannten Defizite des linearen Korrelationskoeffizienten nach Pearson
sollen in diesem und im folgenden Abschnitt weitere Kennzahlen zur Messung der Abhingig-
keit zwischen zwei Risiken vorgestellt werden. Die erste Kennzahl, Spearman’s Rangkorrela-
tion, ergibt sich fiir stetige Zufallsvariablen aus der Anwendung des linearen Korrelationsko-

effizienten nach Pearson auf die Verteilungsfunktionen der Zufallsvariablen:'

Ps(X,Y) = p(Fy (X), Fy(Y))

Formel 3: Spearman’s Rangkorrelation fiir zwei stetige Zufallsvariablen

Wie der lineare Korrelationskoeffizient nach Pearson nimmt dieses Abhédngigkeitsmal} eben-
falls Werte zwischen -1 und +1 an. Im Gegensatz dazu ist es aber invariant bzgl. streng mono-
ton steigender linearer und nicht linearer Transformationen.'' AuBerdem kann nicht nur bei
einem Wert des ps von +1 direkt auf Komonotonitit bzw. bei einem Wert von -1 auf
Countermonotonitit'? geschlossen werden, sondern es gilt auch die Umkehrung hiervon, d. h.
perfekt positiv abhdngige Zufallsvariablen haben zwingenderweise eine Spearman’s Rangkor-
relation von +1 und perfekt negativ abhéngige Zufallsvariablen eine Spearman’s Rangkorrela-

tion von -1."

Eine weitere Kennzahl fiir die Abhédngigkeit zwischen Zufallsvariablen ergibt sich durch
Kendall’s Rangkorrelation, welche auch als Kendall’s 1t bezeichnet wird. Hiernach miissen
zum Messen der Abhéngigkeit zwischen zwei Zufallsvariablen X und Y zunichst zwei unab-

hingige und identisch verteilte Zufallsvektoren (X;, Y1) und (X3, Y>) aufgestellt werden, wobei

o Vgl. Embrechts, P./McNeil, A./Straumann, D. (2002), S. 7 {.

Auch die Rangkorrelation nach Spearman kann fiir mehr als zwei abhingige Zufallsvariablen bestimmt
werden. Dies geschieht analog zum linearen Korrelationskoeffizienten nach Pearson durch Aufstellen einer
Matrix. Vgl. Embrechts, P./McNeil, A./Straumann, D. (2002), S. 16.

" Vgl. Denuit, M. et al. (2005), S. 259.

Dabei bedeutet Komonotonitét, dass die Zufallsvariablen perfekt positiv abhingig sind, und Countermono-
tonitét, dass die Zufallsvariablen perfekt negativ abhingig sind. Vgl. Embrechts, P./McNeil, A./Straumann,
D. (1999), S. 4.

B Vgl. Embrechts, P./McNeil, A./Straumann, D. (2002), S. 16.
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X und X, wie X und Y; und Y, wie Y verteilt sind. Anschlieend werden folgende Berechnun-

gen angestellt:'*
7(X,Y) = P((X, ~ X,)(¥, = 1,) > 0) — P((X, — X,)(¥; ~Y,) < 0)

Formel 4: Kendall’s ©

Wiederum gilt ein Wertebereich von [-1,1] fiir das AbhéngigkeitsmaB. Und auch Kendall’s t
ist invariant bzgl. streng monoton steigender linearer und nicht linearer Transformationen.'
Zudem gilt, dass perfekte positive Abhingigkeit einen Wert von +1 fiir Kendall’s t und per-
fekte negative Abhéngigkeit einen Wert von -1 fiir Kendall’s t zur Folge hat, sowie die Um-

kehrung hiervon.'®

2.3 MaB fiir die Abhingigkeit in den Verteilungsenden

SchlieBlich soll noch ein weiteres Abhangigkeitsmal} fiir Risiken betrachtet werden. Das Be-
sondere an diesem ist, dass es auf die Abhédngigkeiten in den Verteilungsenden fokussiert.
Dies ist insbesondere fiir Schadenversicherer bei der Modellierung von Extremereignissen
von zentraler Bedeutung. Das MaB fiir die Abhdngigkeit im oberen Verteilungsende zwischen

zwei Zufallsvariablen X und Y kann wie folgt definiert werden:
AX,Y) = lim P(Y > F ()| X > F/'(a)),
unter der Bedingung, dass ein solcher Grenzwert existiert.

Formel 5: MaB fiir die Abhiingigkeit in den Verteilungsenden

Gilt 0 < A(X.Y) < 1, so sagt man, die Zufallsvariablen X und Y seien asymptotisch abhéngig im
oberen Verteilungsende, gilt hingegen A(X,Y) = 0, so sagt man, X und Y seien asymptotisch
unabhingig im oberen Verteilungsende. Da o von links gegen Eins strebt, gibt dieses Mal3 die
Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass eine Zufallsvariable einen hohen Wert realisiert unter der
Bedingung, dass die zweite betrachtete Zufallsvariable ebenfalls einen hohen Wert realisiert.
Dabei werden jedoch die Abhéingigkeiten in den restlichen Teilen der gemeinsamen Vertei-

lungsfunktion nicht beriicksichtigt. Das macht deutlich, dass es auch diesem Abhéngigkeits-

Kendall’s Rangkorrelation kann ebenfalls fiir mehr als zwei abhéngige Zufallsvariablen bestimmt werden.
Auch dies geschieht analog zum linearen Korrelationskoeffizienten nach Pearson durch Aufstellen einer
Matrix. Vgl. Embrechts, P./McNeil, A./Straumann, D. (2002), S. 16.

5 Vgl. Denuit, M. et al. (2005), S. 254.

' Vgl. z. B. Denuit, M. et al. (2005), S. 256 und Embrechts, P./McNeil, A./Straumann, D. (2002), S. 16.
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mal} nicht gelingt, vollstindige Informationen iiber die Abhadngigkeitsstruktur zwischen meh-

reren Zufallsvariablen zu liefern.!”

3 Ermittlung von Abhéingigkeiten mittels multivariater Verteilungen

Zur Erfassung der Stirke der Abhingigkeit zwischen Zufallsvariablen kann aber auch deren
gemeinsame Verteilung ermittelt werden, falls diese existiert. Multivariate Verteilungen ge-
ben die Beziehung zwischen zwei Zufallsvariablen im Gegensatz zum linearen Korrelations-
koeffizienten nach Pearson namlich vollstindig wieder."® Zunichst sollen deshalb allgemeine
Charakteristika dieser multivariaten Verteilungen erléutert werden, bevor im Anschluss die
Konstruktion dieser durch Copulae beschrieben wird. SchlieBlich sollen noch Ansétze zur

empirischen Ermittlung von multivariaten Verteilungen und Copulae vorgestellt werden.

3.1 Multivariate Verteilungen

Die gemeinsame Verteilungsfunktion mehrerer Zufallsvariablen ist wie folgt definiert:
F(x,....x,)=P(X, <x,.,X, <x,

Formel 6: Gemeinsame Verteilungsfunktion mehrerer Zufallsvariablen

FEine gemeinsame Verteilung kann beispielsweise direkt aus bekannten Verteilungen der ein-
zelnen Zufallsvariablen konstruiert werden. Besonders einfach ist dies bei einer multivariaten
Normalverteilung'®. Hierbei miissen nur die entsprechenden Randverteilungen sowie die Kor-
relationen zwischen den einzelnen Zufallsvariablen bekannt sein.”” Umgekehrt ergeben sich
als Randverteilungen einer multivariaten Normalverteilung wiederum univariate Normalver-
teilungen.21 Abbildung 2 zeigt als Beispiel den Graph der Dichtefunktion einer bivariaten

Normalverteilung22 mit den Parametern uy = uy = 0, ox = oy = 1 sowie der Korrelation

pX.Y)=0,6.

Die Berechnung dieses MafBles mit Formel 5 kann bei gewissen Typen von multivariaten Verteilungen
schwierig werden. Fiir diesen Fall ist die Berechnung auch mittels einer alternativen Formel moglich. Vgl.
dazu Embrechts, P./McNeil, A./Straumann, D. (2002), S. 18 f.

18 Vgl. z. B. Embrechts, P./McNeil, A./Straumann, D. (2002), S. 4 oder Szegd, G. (2002), S. 1256.

Dabei ist unter einer multivariaten Normalverteilung die gemeinsame Verteilung mehrerer normalverteilter
Zufallsvariablen zu sehen.

2 Vgl. Ané, T./Kharoubi, C. (2003), S. 411 f.

2L Vgl. Cramer, E./Kamps, U. (2008), S. 201.

> Entsprechend ist unter einer bivariaten Normalverteilung die gemeinsame Verteilung zweier normalverteil-
ter Zufallsvariablen zu verstehen.
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Abbildung 2: Dichtefunktion einer bivariaten Normalverteilung

Ein Problem bei der Konstruktion der multivariaten Verteilung direkt aus den einzelnen Ver-
teilungen liegt allerdings darin, dass dieser Ansatz nur angewendet werden kann, wenn samt-
liche Randverteilungen zu derselben Familie von Verteilungen gehdren. Aullerdem muss fiir
die Ermittlung der gemeinsamen Verteilung in vielen Fillen bereits ein Abhéngigkeitsmal}

zwischen den betreffenden Zufallsvariablen bekannt sein.

Um diesen Problemen auszuweichen, werden die Risiken meist als unabhédngig voneinander
angenommen. Gerechtfertigt wird eine solch vereinfachende Annahme héufig damit, dass
Abhingigkeitsstrukturen zwischen Risiken weit weniger Einfluss auf die Verteilung des Ge-
samtrisikos hatten als die Wahl der Verteilungen fiir die Einzelrisiken. Dabei muss allerdings
beachtet werden, dass ein geringer Einfluss von Abhingigkeiten auf das Gesamtrisiko tatsédch-
lich nur dann gegeben ist, wenn die Verteilungen der Einzelrisiken durch geringe Varianzen
gekennzeichnet sind und die Abhingigkeit zwischen den Einzelrisiken nicht hoch ist.** Gera-
de aber bei Extremereignissen, wie Naturkatastrophen oder Terroranschldgen, ist davon aus-
zugehen, dass einzelne Risiken nicht unabhingig voneinander auftreten, sondern vielmehr
signifikant positiv korrelieren. Somit kann das Ignorieren jeglicher Abhédngigkeit zwischen
Risiken dazu fiihren, dass das Gesamtrisiko eines Versicherungsunternehmens unterschétzt

wird.

2 Vgl. Bukowski, J./Korn, L./Wartenberg, D. (1995), S. 218.
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Eine solche Unterschitzung kann fiir die Solvabilitit eines Versicherers sehr gefahrlich wer-
den. Um Abhédngigkeiten zwischen Risiken, denen verschiedene Typen von Verteilungsfunk-
tionen zugrunde liegen, zu erfassen, wurden deshalb in der jiingeren Vergangenheit vermehrt
Copulae in Betracht gezogen.”* Mit diesen konnen verschiedenste multivariate Verteilungen
konstruiert werden. Das Konzept der Copulae soll deshalb im folgenden Abschnitt néher er-

lautert werden.

3.2 Copulae

Das Konzept der Copulae basiert auf der Idee, die gemeinsame Verteilungsfunktion mehrerer
Zufallsvariablen in einen Teil zu zerlegen, der die Abhédngigkeitsstruktur zwischen ihnen be-
schreibt, und in einen Teil (bzw. mehrere Teile), der die Randverteilungen der einzelnen Zu-
fallsvariablen beschreibt. Die Copula wurde von dem Mathematiker Sklar definiert.” Der
Begriff entstammt dem Lateinischen und bedeutet Bindemittel oder Band, bezeichnet in der
Grammatik aber auch einen Ausdruck, der ein Subjekt mit einem Pridikat verbindet. Mit die-
sem Begriff soll also zum Ausdruck gebracht werden, dass die Copula eine Verbindung zwi-
schen einer multivariaten Verteilungsfunktion und ihren jeweiligen eindimensionalen Rand-
verteilungen herstellt.”® Es handelt sich bei ihr selbst um eine multivariate Verteilungsfunkti-
on mit auf dem Intervall [0,1] gleichverteilten Randverteilungen, die folgendermafen defi-

niert ist:

C(u,,...,u,)=PU, <u,,..,.U, <u,),

wobei C( ) die Copula,
(Uy,...,U)" mit U; ~ U(0,1) fiir alle i = 1,...,n ein Zufallsvektor

und (uy,...,u,)" € [0,1]" Realisationen von (U,,...,U,)" darstellen.

Formel 7: Copula

Alternativ wird eine Copula als beliebige Funktion C: [0,1]" — [0,1] mit den folgenden drei
Eigenschaften definiert:

1. C(uy,...,u,) wachst in jeder Komponente u; fiiri € {1,...,n}.

2. C(,...,Yu,l,...1)=u; firallei € {l1,...,n}, u; € [0,1].

* Vgl. z. B. Ané, T./Kharoubi, C. (2003), Di Clemente, A./Romano, C. (2004), S. 326, Embrechts, P./McNeil,
A./Straumann, D. (2002), Faivre, F. (2003), Pfeifer, D. (2003), sowie Tang, A./Valdez, E. A. (2006).

3 Vgl. Sklar, M. (1959).

% vgl. Mummenhoff. A. (2007), S. 38.
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3. Firalle (aj,....an), (by,...,by) € [0,1]" mit a; < b; gilt:
2 2 I+,
2y DT C e, ) 20,

wobel uj; = ajund up = b; fur allej € {1,...,n}.

Es kann gezeigt werden, dass diese Definition und die Definition aus Formel 7 dquivalent

sind.”’

Die Risikomodellierung erfolgt beim Copula-Ansatz in zwei Schritten. In einem ersten Schritt
werden die Randverteilungen fiir alle Risikokomponenten ermittelt. Sobald man sédmtliche
Randverteilungen bestimmt hat, wird im zweiten Schritt die gemeinsame Verteilung aller Ri-
sikokomponenten mit Hilfe der oben vorgestellten Copula-Funktion, welche die Abhédngig-
keitsstruktur zwischen den Einzelrisiken widerspiegelt, ermittelt.® Dies geschieht, indem zu-
nichst alle n Einzelrisiken X; mittels ihrer Randverteilungsfunktion F; jeweils in eine auf dem

Intervall [0,1] stetig gleichverteilte Zufallsgrofe U; transformiert werden:
Ui = F{(X)

Formel 8: Transformation beliebig verteilter Einzelrisiken in auf [0,1]
stetig gleichverteilte Zufallsgrofien

Werden nun diese transformierten ZufallsgréBen U; in die Copula-Funktion eingesetzt, erhlt

man die multivariate gemeinsame Verteilungsfunktion aller Einzelrisiken X;:
F(xla' . '7-xn) = C(l/l],. . -,un) = C(Fl(xl)a' . -aFn(xn))

Formel 9: multivariate gemeinsame Verteilungsfunktion aus Copula

Es kann auch das Umgekehrte gezeigt werden, ndmlich dass jede multivariate Verteilungs-
funktion mit Hilfe einer Copula aus ihren Randverteilungsfunktionen zusammengesetzt wer-
den kann. Fiir den Fall, dass alle Randverteilungsfunktionen stetig sind, kann sogar gezeigt
werden, dass die Copula eindeutig bestimmt ist.*> Wenn zudem alle F; und die Copula C dif-

ferenzierbar sind, kann die gemeinsame Dichte bestimmt werden zu:

2 Vgl. Embrechts, P./McNeil, A./Straumann, D. (2002), S. 4.

B Vagl. Junker, M./May, A. (2005), S. 428.

¥ Vgl. Sklar, M. (1959), S. 229 sowie auch 4né, T./Kharoubi, C. (2003), S. 413 f. und Nelsen, R. B. (2006),
S. 18.
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S, x0) = i) *. () Ee(Fi(x1),. . o Fu(xn)),
wobei fi(x;) jeweils die Dichte zur Verteilungsfunktion F;

0"C(uy,...,u,)

und c(uy,...,u,) = Y
e

die Dichte der Copula ist.

n

Formel 10: Dichtefunktion der multivariaten gemeinsamen Verteilungsfunktion aus Copula

Der Wertebereich von Copulae wird dabei durch die sog. Fréchet-Schranken begrenzt.”

Somit kann aus gewéhlten Randverteilungen und einer Copula, die Informationen iiber die
Abhéngigkeitsstrukturen der einzelnen Variablen enthélt, eine multivariate Verteilungsfunkti-
on hergeleitet werden. Umgekehrt kann aber auch aus den Inversen der Randverteilungen und

einer multivariaten Verteilungsfunktion eine Copula hergeleitet werden.”'

Im Folgenden sollen einige bedeutende Familien von Copulae genannt und erldutert werden.

Im Einzelnen sind dies:
die elliptischen Copulae mit
0 den GauBschen Copulae sowie
0 den Studentschen Copulae und
die archimedischen Copulae mit
0 den Gumbel Copulae,
0 den Cook-Johnson Copulae sowie
0 den Frank Copulae

Die Copulatypen unterscheiden sich v. a. darin, dass die Bereiche der Wahrscheinlichkeits-
funktion, in denen die Abhéngigkeit stirker und schwicher ist, verschieden sind.** Die GauB-
schen Copulae werden auch als Normal Copulae bezeichnet. Der Grund hierfiir liegt darin,
dass man bei Anwendung dieser Copulae und Wahl von Standardnormalverteilungen fiir die
Randverteilungen als Ergebnis multivariate Normalverteilungen erhélt. Die Familie der GauB3-

schen Copulae kann allgemein wie folgt dargestellt werden:

C/f‘”‘ (uyeest,) = (I)Z(q)’1 )y, @' (1)),

3 Vgl. zu diesen z. B. Faivre, F. (2003), S. 3 f. sowie Sklar, M. (1959), S. 230.
3 Vgl. z. B. Faivre, F. (2003), S. 5 sowie Mummenhoff, 4. (2007), S. 38 f.
32 Vgl. Venter, G. G. (2002), S. 68.
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wobei @7 die Verteilungsfunktion der n-variaten

Standardnormalverteilung mit Korrelation p und
@' die Inverse der Verteilungsfunktion

der univariaten Standardnormalverteilung ist.

Formel 11: Gaufische Copulae

Eine bedeutende Eigenschaft der Gauflschen Copulae ist die gegen Null strebende Abhéngig-
keit in ihren Verteilungsenden.”® Dies bedeutet, dass die einzelnen Zufallsvariablen der ge-
meinsamen Verteilung gerade bei hohen Realisationen quasi unabhéngig sind, selbst wenn
insgesamt eine hohe Korrelation zwischen ihnen herrscht. Im Gegensatz dazu weisen die Stu-
dentschen Copulae den Nachteil — zumindest fiir die Modellierung gewisser Risiken in Versi-
cherungsunternehmen — der asymptotischen Unabhéngigkeit in den Verteilungsenden nicht

4
auf.’

Dies wird auch in Abbildung 3 und Abbildung 4 deutlich, die Graphen der Dichten beider
Klassen von Copulae darstellen.”> Formel 12 zeigt, wie die Familie der Studentschen Copulae

definiert ist:

Cff; (Uyyemstt,) =1, (& W), t, (),
wobei v die Anzahl der Freiheitsgrade,
t, , die Verteilungsfunktion der n-variaten Studentschen-t-Verteilung
mit v Freiheitsgraden und Korrelation p sowie
t." die Inverse der Verteilungsfunktion der univariaten
Studentschen-t-Verteilung mit v Freiheitsgraden ist.

Formel 12: Studentsche Copulae

Fiir den bivariaten Fall gilt: Solange die Korrelation p gréBer ist als minus Eins, weisen diese
Copulae asymptotische Abhédngigkeit im oberen Verteilungsende auf, auch wenn p Null oder

sogar negativ ist. Die Stirke der Abhéngigkeit in den Verteilungsenden nimmt dabei mit sin-

3 Vgl. z. B. Embrechts, P./McNeil, A./Straumann, D. (2002), S. 19 sowie Tang, A./Valdez, E. A. (2006), S. 6.
Dies gilt nicht fiir den Fall, dass die Korrelation genau Eins oder minus Eins betragt.

3 Vgl. z. B. Faivre, F. (2003), S. 6 oder Tang, A./Valdez, E. A. (2006), S. 6.

% Noch deutlich anschaulicher wird die asymptotische Unabhéngigkeit bei den Normal Copulae aber, wenn
als Randverteilungen Standardnormalverteilungen gewihlt werden, sodass sich die multivariate Normalver-
teilung ergibt. Vgl. Abbildung 2.
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kender Anzahl von Freiheitsgraden v und steigender Korrelation p zu.’® Bei Wahl einer
Gleichverteilung iiber dem Intervall (0,1) als Randverteilung®’ ergeben sich folgende Graphen

fiir die Dichten einer bivariaten GauB3schen und einer bivariaten Studentschen Copula:

Abbildung 3: Dichte einer Gaufischen Copula mit einem
Korrelationskoeffizient p von 0,7

3 Wird als Freiheitsgrad v = 1 gewihlt, spricht man von Cauchy Copulae. Vgl. Tang, A./Valdez, E. A. (2006),
S. 6.

37 In diesem Fall gilt x; = u; und x, = u,, d.h. die Abbildungen kdnnen zum einen als die Graphen der Ablei-
tung der Copula c(u) interpretiert werden, gleichzeitig aber auch als Graphen von Dichten multivariater
Verteilungen f{x) mit Copula C und auf (0,1) gleichverteilten Randern.
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clxy,x,)

10 -

Abbildung 4: Dichte einer Studentschen Copula mit einem
Korrelationskoeffizient p von 0,7 und v =2

Eine weitere Klasse von Copulae ist durch die archimedischen Copulae gegeben. Ihr gehoren
u. a. die Gumbel Copulae an. Obwohl die Gumbel Copulae zu einer anderen Klasse gehdren
als die Studentschen Copulae, weisen auch sie die Eigenschaft einer hohen Abhingigkeit im
Verteilungsende auf, allerdings nicht wie die Studentschen Copulae in beiden Verteilungsen-
den, sondern nur im oberen (vgl. Abbildung 5).** Im unteren Verteilungsende weisen die
Gumbel Copulae dagegen immer asymptotische Unabhingigkeit auf. Auch sie sind deshalb
zur Modellierung von Extremereignissen geeignet. Insgesamt passen sie i. d. R. sogar noch
besser zu den empirischen Schadenbeobachtungen: Zum einen konnen damit Schiden aus
Stressszenarien®’, zwischen denen hiufig Abhingigkeiten vorhanden sind, adiquat erfasst
werden, zum anderen aber auch gewo6hnliche Schéden (geringerer Hohe), die meist unabhén-

gig voneinander auftreten. Formel 13 zeigt die Definition der Gumbel Copulae:

1

G " (nw)" )
Cﬂ”’"(ul,...,un):e ! ,

mit > 1 als Strukturparameter.

Formel 13: Gumbel Copulae

3 Damit sind diese Copulae asymmetrisch. Vgl. Faivre, F. (2003), S. 6 sowie Venter, G. G. (2002), S. 72.
% Damit sind Szenarien mit extrem hohen und ungiinstigen Abweichungen von der jeweils erwarteten Ent-
wicklung gemeint. Vgl. Zwiesler, H.-J. (2005), S. 125 f.
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Wird als Strukturparameter Eins gewihlt, so erhdlt man die multivariate Verteilung unabhén-
giger Zufallsvariablen. Nur in diesem Fall weisen die Gumbel Copulae auch keine asymptoti-
sche Abhéngigkeit im oberen Verteilungsende auf. Allgemein kdnnen mit einer Gumbel Co-
pula nur Abhéngigkeitsstrukturen von Unabhangigkeit oder positiver Abhingigkeit dargestellt

werden.*

Eine weitere Copulaefamilie aus der Klasse der archimedischen Copulae stellen die Cook-
Johnson Copulae dar.*' Kontrir zu den Gumbel Copulae weisen sie gerade im unteren Vertei-
lungsende asymptotische Abhdngigkeit auf und im oberen Verteilungsende asymptotische
Unabhingigkeit (vgl. Abbildung 6). Sie eignen sich daher z. B. besonders zur Modellierung
von Abhingigkeiten zwischen Aktienindexrenditen.*” Formal konnen sie wie folgt dargestellt

werden:

1
CS (tyyeryt,) = (u” 4wy —n41) 7

mit > 0 als Strukturparameter.

Formel 14: Cook-Johnson Copulae

SchlieBlich soll noch eine Copulafamilie vorgestellt werden, die ebenfalls zu den archimedi-
schen Copulae gehort, jedoch weder im oberen noch im unteren Verteilungsende asymptoti-
sche Abhingigkeit aufweist. Sie bildet daher eine dhnliche Abhéngigkeitsstruktur wie die
Familie der Normal Copulae ab, allerdings mit dem Unterschied dass sie in den Verteilungs-
enden noch weniger Abhingigkeit aufweist (vgl. Abbildung 7). Es handelt sich hierbei um die

Frank Copulae.* Folgende Formel 15 zeigt, wie sie definiert ist:

(e —1)..(e ™ =1)
(e’ ="'

)

ra 1
C/f (Uyyeestt,) = —Eln(l +
mit > 0 als Strukturparameter.

Formel 15: Frank Copulae

Auch fiir die drei Familien archimedischer Copulae sollen im Folgenden jeweils bivariate

Vertreter durch die Graphen ihrer Dichte visuell dargestellt werden.

Y Vgl. Faivre, F. (2003), S. 6.

' Die Cook-Johnson Copulae werden in der Literatur auch als Pareto Copulae und Clayton Copulae bezeich-
net. Vgl. Nelsen, R. B. (2006), S. 118 sowie Tang, A./Valdez, E. A. (2006), S. 6.

2 Vgl. Ané, T./Kharoubi, C. (2003), S. 429.

B Vgl. Ané, T./Kharoubi, C. (2003), S. 417, Junker, M./May, A. (2005), S. 432 sowie Venter, G. G. (2002),
S. 84 f.
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=2

Abbildung 5: Gumbel Copula mit Srukturparameter f§

Xy

0,62
0,52
0,42

¥ 0,02

0,82

0,72

0,9z

X3

=2

Abbildung 6: Cook-Johnson Copula mit Srukturparameter 8
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Abbildung 7: Frank Copula mit Srukturparameter f =2

3.3 Ermittlung von Copulae und multivariaten Verteilungen

Um das Konzept der Copula zur Abbildung der Abhéngigkeiten zwischen Risiken in einem
Versicherungsunternehmen anwenden zu konnen, miissen zunéchst die entsprechenden Copu-
lae identifiziert werden. Hierzu stehen zwei alternative Methoden zur Verfligung: parametri-
sche und nicht-parametrische Vorgehensweisen. Bei ersteren wird der Copulatyp im Voraus
festgelegt.* Aus den vorigen Ausfiihrungen wird schnell klar, dass die verschiedenen Copula-
typen jeweils spezifische Eigenschaften besitzen, mit denen unterschiedliche Abhingigkeits-
strukturen beschrieben werden kdnnen. Es muss also ein Copulatyp ausgewéhlt werden, des-
sen Eigenschaften sich moglichst gut fiir die Beschreibung der jeweiligen Abhéngigkeits-
struktur eignen. Dies kann z. B. {iber die Anwendung eines bestimmten Verfahrens gesche-
hen, mit dem ermittelt wird, welcher Typ archimedischer Copulae am besten zu beobachteten

Daten passt.45

Wenn dies geschehen ist, gilt es aber noch die Parameter der Copula so anzupassen, dass die
Abhingigkeitsstrukturen moglichst so, wie sie in der Realitit beobachtet wurden, abgebildet

werden. Dies kann durch Anwendung der Maximum-Likelihood-Methode zusammen mit der

# Vgl. Szego, G. (2002), S. 1268.
¥ Vgl. Frees, E. W./Valdez, E. A. (1998), S. 9 f. und zu dem Verfahren im Speziellen Genest, C./Rivest, L.-P.
(1993).
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Abschitzung der Parameter fiir die Randverteilungen geschehen.*® Der Vorteil der Anwen-
dung von Copulae liegt aber gerade in der Trennung der Abschétzung der Randverteilungen
und der Abschdtzung der Abhingigkeitsstruktur. Alternativ ist deshalb auch ein Vorgehen in
zwei Schritten — zundchst werden die Parameter der Randverteilungen geschitzt und an-

schlieBend die der Copula — moglich.*’

Im Gegensatz dazu wird beim nicht-parametrischen Ansatz aus den vorhandenen Daten eine
empirische Copula bestimmt ohne a priori einen bestimmten Copulatyp festzulegen.*® Wie die
tatsdchliche multivariate Verteilungsfunktion durch die tatsdchliche Copula und die tatséchli-
chen Randverteilungen festgelegt ist, so ist auch die empirische multivariate Verteilungsfunk-
tion durch die empirische Copula und die empirischen Randverteilungen festgelegt. Zudem
gilt, dass mit zunehmendem Umfang der Daten die empirische Copula gegen die tatsidchliche

Copula konvergiert.*’

Insgesamt muss bei der multivariaten Modellierung prinzipiell &hnlichen Anforderungen wie
bei der univariaten Modellierung geniigt werden.”® Im Unterschied zur Modellierung univa-
riater Verteilungen konnten allerdings bei der Modellierung multivariater Verteilungen erst
sehr wenige Erfahrungen gesammelt werden. Ein weiteres Problem ergibt sich daraus, dass
die Abschitzung einer addquaten Copula stark von den bereits im Voraus zu bestimmenden
Randverteilungen abhingt.’' Bei einer parametrischen Vorgehensweise konnte dieses aber
z. B. dadurch teilweise behoben werden, dass zu einem sog. semi-parametrischen Ansatz ii-
bergegangen wird. Dabei wird die Copula selbst iiber einen parametrischen Ansatz angepasst,

dazu werden jedoch nicht-parametrische, empirische Randverteilungsfunktionen verwendet.’>

4 Beurteilung

In den vorangegangen Abschnitten wurden zwei vollig verschiedene Konzepte zur Darstel-
lung der Abhidngigkeiten zwischen Risiken beschrieben. Wihrend die zuerst vorgestellten
Abhéngigkeitsmalle Abhdngigkeiten zwischen Risiken anhand von nur einer einzelnen Kenn-

zahl beschreiben (bzw. anhand einer Matrix von Kennzahlen bei Dimensionen, die groBBer

% Vgl. hierzu Frees, E. W./Valdez, E. A. (1998), S. 14 f.

Y7 Vgl. Junker, M./May, A. (2005), S. 437.

® Vgl Szegd, G. (2002), S. 1268.

¥ Vgl. Ané, T./Kharoubi, C. (2003), S. 425.

0 Vgl. Pfeifer, D. (2003), S. 681.

' Vgl. Pfeifer, D. (2003), S. 681.

2 Vgl. Junker, M./May, A. (2005), S. 437. In Ané, T./Kharoubi, C. (2003), S. 424-431 wird z. B. auf diese
Weise eine bestimmte Cook-Johnson Copula als die parametrische Copula identifiziert, die die Abhidngig-
keiten zwischen den Renditen verschiedener Aktienindizes am besten darstellen kann.
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sind als zwei), konnen durch Copulae multivariate Verteilungen konstruiert werden, die die
gesamte Abhéngigkeitsstruktur vollstindig erfassen. Beide Konzepte sollen im Folgenden
beurteilt werden. Zundchst werden jedoch noch einige Kriterien dargestellt, denen spezielle

Abhingigkeitsmalle gerecht werden sollten.

4.1 Wiinschenswerte Eigenschaften fiir Abhingigkeitsmaflie

Die beschriebenen Abhéngigkeitsmafle sollen anhand der Erfiillung von fiinf Eigenschaften
beurteilt werden, die bei einem Mal fiir die Abhdngigkeit zwischen Risiken wiinschenswert
sind. Dazu sollen diese Eigenschaften zunédchst genannt und erldutert werden. Es sei d( ) ein

AbhingigkeitsmaB, dann kénnen die Eigenschaften wie folgt beschrieben werden:>
1. Symmetrie: 6(X,Y) = o(Y,X)
2. Normierung: -1 <o(X,Y) <1
3. Schluss von und auf Ko- bzw. Countermonotonitit:
a. 0(X,Y)=1 < X,Y sind komonoton
b. o(X,Y)=-1 < X,Y sind countermonoton

4. Invarianz bzgl. streng monotoner Transformationen: Fiir eine auf dem Wertebereich

von X streng monotone Transformation 7: R — R folgt:
a. J(1(X),Y)=0(X,Y), falls T streng monoton steigend ist
b. J(T(X),Y) =-0(X.,Y), falls T streng monoton fallend ist
5. Schluss von und auf Unabhingigkeit:
0(X,Y) =0 < XY sind unabhéngig

Allerdings kann ein Abhingigkeitsmal} niemals all diese fiinf Eigenschaften gleichzeitig be-
sitzen, da die vierte Eigenschaft die fiinfte Eigenschaft ausschlieBt und umgekehrt.**

Die erste Eigenschaft ist fiir ein Abhidngigkeitsmal} wiinschenswert, weil ansonsten die Stirke
der Abhiangigkeit von der Reihenfolge der betrachteten Risiken nicht unabhéingig wire. Die
Erflillung des zweiten Kriteriums macht die Abhédngigkeit zwischen verschiedenen Paaren
von Zufallsvariablen vergleichbar, da dann ein einheitlicher Mafstab fiir die Abhdngigkeit
gilt. Ein Schluss von und auf Ko- bzw. Countermonotonitit ermdglicht das sofortige Erken-

nen stark abhédngiger Zufallsvariablen. Gilt (wie z. B. beim linearen Korrelationskoeffizienten

3 Vgl. Embrechts, P./McNeil, A./Straumann, D. (2002), S. 15.
> Zum Beweis hierfiir vgl. Embrechts, P./McNeil, A./Straumann, D. (2002), S. 15.
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nach Pearson) nicht, dass bei perfekt abhdngigen Zufallsvariablen das Mal3 zwingend einen
Betrag von Eins annimmt, so kann eine starke Abhdngigkeit zwischen zwei Zufallsvariablen

evtl. nicht direkt erkannt werden.

Die Invarianz bzgl. streng monotoner Transformationen ist v. a. fiir praktische Anwendungen
wichtig. Wird eine stochastische Grofle X mittels einer deterministischen streng monotonen
Funktion 7 in eine andere, davon abhingige Grofle 7(X) transformiert, so ist die Abhéngig-
keitsstruktur zwischen X und einer zweiten stochastischen Grofle Y dieselbe wie zwischen
T(X) und Y. Deshalb sollte auch das Abhdngigkeitsmal} jeweils denselben Wert annehmen.
Die fiinfte Eigenschaft ist fiir ein Abhéngigkeitsmal} wichtig, damit die Unabhéngigkeit zwi-
schen Risiken erkannt werden kann. Gilt (wie ebenfalls beim linearen Korrelationskoeffizien-
ten nach Pearson), dass bei einem Betrag des AbhéngigkeitsmaB3es von Null nicht auf Unab-
héngigkeit geschlossen werden kann und umgekehrt, so kann eine moglicherweise bestehende
Unabhéngigkeit von Risiken (zumindest mit dem Abhéngigkeitsmal3) nicht identifiziert wer-

den.

4.2 Beurteilung der vorgestellten Konzepte

Zunichst sollen die Abhédngigkeitsmale betrachtet werden. Das bekannteste MaB, der lineare
Korrelationskoeffizient nach Pearson, besitzt lediglich die ersten beiden der im vorigen Ab-
schnitt vorgestellten wiinschenswerten Eigenschaften.” Er ist daher Spearman’s Rangkorrela-
tion und Kendall’s T unterlegen. Diese besitzen ndmlich die ersten vier der genannten wiin-
schenswerten Eigenschaften. Zudem ist der lineare Korrelationskoeffizient nach Pearson nur
bei Vorliegen endlicher Varianzen definiert. Im Gegensatz zum Pearsonschen Korrelations-
koeffizienten messen Spearman’s Rangkorrelation und Kendall’s t auBlerdem nicht nur die
lineare Abhéngigkeit zwischen zwei Zufallsvariablen, sondern allgemein die monotone Ab-
hingigkeit.”® Thre Berechnung ist in manchen Fillen schwieriger, in manchen Fillen aber

auch einfacher als die des linearen Korrelationskoeffizienten.>’

Das in Abschnitt 2.3 vorgestellte Maf3 fiir die Abhédngigkeit in den Verteilungsenden kann
nicht mit dem linearen Korrelationskoeffizienten oder den Rangkorrelationsmallen verglichen
werden, da es nur auf die Abhéngigkeit in den Verteilungsenden fokussiert. Es ist also dann

vorzuziehen und anzuwenden, wenn die jeweilige Fragestellung eine solche Betrachtung er-

> Vgl. Embrechts, P./McNeil, A./Straumann, D. (2002), S. 15.

6 Vgl. Embrechts, P./McNeil, A./Straumann, D. (2002), S. 16.

7 Arbeitet man beispielsweise mit multivariaten Normalverteilungen oder multivariaten Studentschen Vertei-
lungen ist die Berechnung des momentenbasierten linearen Korrelationskoeffizienten einfacher. Liegen je-
doch Verteilungen vor, deren Abhingigkeit durch z. B. eine Gumbel Copula représentiert wird, kann dafiir
die Berechnung der Rangkorrelationsmafle einfacher sein.
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fordert. Wie bereits erwihnt, ist dies v. a. dann der Fall, wenn es um die Modellierung von
Extremereignissen geht. Eine Beurteilung anhand der Erfiillung der oben dargestellten wiin-

schenswerten Eigenschaften erscheint vor diesem Hintergrund nicht sinnvoll.

Mit Hilfe von Copulae kdnnen jedoch multivariate Verteilungen konstruiert werden, die Ab-
hiangigkeitsstrukturen voll und ganz abbilden. Somit ermdglichen sie auch die vollstindige
Information iiber Risiken und ihre Abhdngigkeit in einem Versicherungsunternehmen, wo-
hingegen bei der Verwendung von Abhéngigkeitsmaflen die Abhéngigkeitsstruktur auf eine
einzelne Kennzahl reduziert wird und somit wichtige Informationen verloren gehen konnen.
Dies wird auch aus der Tatsache deutlich, dass zwar aus der Copula die Korrelation bestimmt
werden kann, jedoch kann aus der Korrelation i. A. nicht die Copula bestimmt werden. Gera-
de bei Abhingigkeiten, die nicht linear sind, sondern sich zum gréfiten Teil in den Vertei-
lungsenden wiederfinden, kann es so zu einer deutlichen Unterschédtzung des Risikos kom-

men.

Technisch gesehen bieten Copulae den Vorteil, dass die Randverteilungen und somit die Ein-
zelrisiken zundchst separat unter Beriicksichtigung der jeweiligen Gegebenheiten modelliert
werden konnen und die Abhingigkeitsstruktur zwischen den Einzelrisiken unabhéngig davon
ermittelt werden kann. Zudem sind Copulae — wie auch die Rangkorrelationsmaf3e — invariant
gegen simtliche monotone Transformationen.”® Gegeniiber der direkten Modellierung multi-
variater Verteilungen aus Randverteilungen haben Copulae zudem den Vorteil, dass sie unab-
hingig vom Typ der Randverteilungen angewendet werden konnen, d. h. aus einzelnen Rand-
verteilungen kann mit den Copulae auch dann eine multivariate Verteilung konstruiert wer-
den, wenn die Randverteilungen nicht alle zu derselben Familie gehoren und nicht bereits ein

Abhiéngigkeitsmall zwischen ihnen ermittelt wurde.

In Bezug auf die Qualitéit der Ergebnisse der Abschitzung von Abhingigkeiten ist somit das
Konzept der Copulac dem Konzept der Abhédngigkeitsmalle eindeutig liberlegen. Vorteile
weisen die Abhidngigkeitsmalle lediglich in der praktischen Anwendung auf, da sie wesentlich
einfacher ermittelbar sind, dabei weniger Aufwand betrieben werden muss und wesentlich
mehr Erfahrung vorhanden ist. Wird die Anwendung von Copulae jedoch weiter verbreitet, so

ist davon auszugehen, dass sich diese Probleme in Zukunft reduzieren werden.

Weitere Defizite des Konzeptes der Copulae ergeben sich aus der Tatsache, dass Copulae
wohl die Abhdngigkeitsstruktur vollstdndig abbilden, jedoch nicht bei der Untersuchung von

Ursache-Wirkungszusammenhéngen helfen konnen, da durch sie nicht erkennbar wird, ob

% Vgl. Pfeifer, D. (2003), S. 679.
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mehrere Zufallsvariablen gleichermallen voneinander abhidngen oder ob nur eine Zufallsvari-
able auf eine andere wirkt, ohne dass die Umkehrung hiervon gilt. Als Problem im Zusam-
menhang mit Copulae werden auflerdem die hohen Mengen an Daten genannt, die bei der
Modellierung — insbesondere von komplexen Copulae — notwendig sind. Gerade in den Ver-

teilungsenden, d. h. auch fiir Extremereignisse, sind diese aber knapp.

Insgesamt kann man aber zu dem Schluss kommen, dass zur Beschreibung der Abhéngig-
keitsstrukturen zwischen einzelnen Risiken in einem Versicherungsunternehmen, wenn mog-
lich, Copulae angewendet werden sollten, da Kennzahlen Abhéngigkeitsstrukturen nicht voll-
umfanglich wiedergeben konnen, somit weit weniger Informationen liefern und es schlieBlich
zu einer Unterschitzung des tatsdchlich vorhandenen Risikos in einem Versicherungsunter-
nehmen kommen kann. Gerade bei der internen Modellierung der Risikolage eines Versiche-

rers ist die Anwendung von Copulae besonders geeignet.
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